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摘　 要： 运动学正逆解和奇异位形的预测是机器人设计和运动控制的必要环节。 本文针对双臂并联机器人的机械结构，提出

了用于求取运动学正逆解数学模型的方法，由此实现通过驱动机器人主臂角度，控制机器人末端坐标的运动轨迹，并确定机

器人臂的有效工作空间；同时，利用雅克比矩阵得出了双臂并联机器人正逆运动学奇异位形的预测方法，给出了明确的判定

条件。 通过并联机器人的实际实验，分析了奇异位形所处的物理姿态和失控情形，验证了正逆解控制和奇异位形存在性预测

的正确性，本文所提的方法可为双臂并联机器人的运动控制和轨迹规划提供参考。
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０　 引　 言

２０ 世纪 ５０ 年代末，世界第一台工业机器人的

研制成功开启了工业生产进入无人化的序幕。 人们

可以控制机器人从事危险、精细和重复性工作，工业

机器人的控制研究越来越受到关注。 工业机器人的

控制是以运动学正逆解为基础的，因此，在机器人投

入工作之前需先求得机器人的运动学正逆解，但是

机器人在动作过程中可能会处于一个特殊的位置或

形态，此种情况下机器人将无法正常工作，称为奇异

位形。 本文将针对一种工业机器人—双臂并联机器

人，对其运动学正逆解和奇异位形预测展开研究。
对机器人正逆解和奇异性问题的研究旨在实现

对机器人精确有效的控制。 Ｇｏｓｓｅｌｉｎ 等人［１］ 提出将

并联机器人的奇异类型划分成 ３ 种，并利用雅克比

矩阵的行列式分别进行判定，利用该方法对 ５ 种并

联机器人奇异位形进行分析，并从速度的输入和输

出的角度给出相应的物理意义。 Ｓｈａｏ 等人［２］ 采用

映射法，以六阶方程的形式给出了三自由度空间并

联机械手的正逆解，并基于几何约束条件对该并联

机械手的奇异性进行分析，但没有给出位于奇异位

形时的物理意义和失控分析。 Ｎａｇ 等人［３］ 针对一种

六自由度并联机构，提出了一种用于识别无奇异空

间的方法，并求出了该机器人不含奇异位形的工作

空间。 Ｂａｒｏｎ 等人［４］针对冗余并联机器人提出了一

种避免奇异位形的几何方法，首先通过确定执行器



和奇异点接近程度，然后优化运动学冗余的自由度，
再进行奇异点的确定，该方法在一定程度上可以预

测奇异位形，避免机器人工作异常。 Ｈｉｊａｚｉ 等人［５］

针对一种平面并联机器人，提出了一种奇异轨迹和

奇异位置的识别方法。 吕志忠等人［６］ 将爬壁机器

人视为并联机器人，分别利用牛顿法和解析法得出

该机器人运动学正逆解，并利用雅克比矩阵和

Ｇｒａｓｓｍａｎｎ 线几何理论分析了机器人的正逆运动学

奇异位形，并对正运动学奇异位形进行了验证。 潘

英等人［７］建立了新型五自由度 ３Ｄ 打印并联机器人

的运动学模型，计算了该机器人的运动学逆解，并利

用螺旋理论法求出雅克比矩阵，对奇异性进行了分

析。 李保坤等人［８］ 利用逆速度雅克比矩阵和力雅

可比矩阵对六自由度 Ｓｔｅｗａｒｔ 并联机器人的奇异位

形进行了分析，并提出冗余驱动法消除奇异位形。
常定勇等人［９］设计出了一个两输出的并联机器人，
采用闭环矢量法求得运动学逆解，并利用机构的自

由度对奇异位形进行了分析。 朱伟等人［１０］ 针对弱

耦合三平移并联机器人，利用机构原理图推出位置

的正逆解，并通过对速度的分析求得机构雅克比矩

阵，进一步得出该机器人正逆奇异位形。 马广英等

人［１１］针对 ３ＵＰＲ 并联机构的 ４ 足机器人的运动学

问题，通过矩阵变换法求得了机器人的位置逆解，并
进一步利用速度模型对奇异性进行分析。 周少瑞等

人［１２］提出一种新型的对称 ３－ＣＲＣＲ ／ ＲＰＵ 并联机器

人，利用旋转矩阵法以解析式的形式给出了该机器

人正逆解，并利用机构雅克比矩阵证明了该机器人

不存在奇异位形。 叶鹏达等人［１３］ 针对并联机器人

奇异性分析问题提出了代数法、几何法、运动学法和

现代数学法，并分别进行了详细的分析。
在以往文献中，对机器人的奇异性分析往往从

数学计算和矩阵特征的角度给出定义和判断，而对

在奇异位形实际可能发生机器人臂失控现象没有对

应的描述分析。 本文针对双臂并联机器人的运动控

制，提出了一套包括正逆解、工作空间确定、奇异位

形预测的完整方法，并验证正逆解和奇异位形预测

的正确性，对该机器人处于奇异位形时的失控情形

进行分析。

１　 双臂并联机器人结构

双臂并联机器人是一个闭环结构，其机械结构

如图 １ 所示。 主要由机架、伺服电机、驱动关节、主
动臂、从动臂、从动关节和末端组成。 其中，驱动关

节和伺服电机相连，通过控制驱动关节的角度，使机

器人臂末端按目标轨迹和目标速度移动。

从动关节

机架驱动关节
伺服电机

从动臂

末端关节
末端

主动臂

图 １　 双臂并联机器人结构图

Ｆｉｇ． １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ－ａｒｍｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ

２　 运动学正逆解分析

双臂并联机器人参数化数学模型如图 ２ 所示。
图 ２ 中， Ｌａ 是双臂并联机器人的主动臂长度，Ｌｓ 是

从动臂长度，Ｌ 是驱动关节之间的距离，ｌ 是末端关

节之间的距离，左右驱动关节转角分别为 θ１、θ２，Ｍ、
Ｎ 是左右驱动关节，Ｃ、Ｄ 是左右从动关节，Ａ、Ｂ 是左

右末端关节，Ｅ 为末端中心，坐标为（ｘ， ｙ）。
在图 ２ 结构中建立了 ２ 个坐标系，分述如下：
（１）末端二维笛卡尔坐标系 （ｘ， ｙ）：以 ２ 个驱

动关节的中点为原点，即 ＭＮ 的中点 Ｏ。
（２） 驱动坐标系（θ１，θ２）：为 ２ 个驱动关节的转

动角度。 当 ２ 个主动臂平展时，为零位（０， ０），左主

动臂逆时针方向为正，右主动臂顺时针方向为正。
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图 ２　 双臂并联机器人参数化数学模型

Ｆｉｇ． ２ 　 Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｍａｔｈｅｍａｔｉｃａｌ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ａ ｔｗｏ －ａｒｍｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ
ｒｏｂｏｔ

则模型结构关键点对应的坐标为：

Ａ：（ｘ － ｌ
２
，ｙ）　 Ｂ：（ｘ ＋ ｌ

２
，ｙ）

Ｃ：（ － Ｌａｃｏｓθ１ － Ｌ
２
， － Ｌａ ｓｉｎθ１）
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Ｄ：（Ｌａ ｃｏｓθ２ ＋ Ｌ
２
， － Ｌａ ｓｉｎθ２）

Ｍ：（ － Ｌ
２
，０）　 Ｎ：（ Ｌ

２
，０）

２．１　 双臂并联机器人运动学正解

运动学正解就是已知机器人的 ２ 个驱动关节的

转动角度 （θ１，θ２），求解末端中心 Ｅ 的对应位置（ｘ，
ｙ）。 根据图 ２ 几何关系可建立 ２ 个二元二次方程

（１） 和（２），即：

（ｘ － ｌ
２

＋ Ｌａ ｃｏｓθ１ ＋ Ｌ
２
）

２

＋ （ｙ ＋ Ｌａ ｓｉｎθ１） ２ ＝ Ｌｓ
２

（１）

（ｘ ＋ ｌ
２

－ Ｌａ ｃｏｓθ２ － Ｌ
２
）

２

＋ （ｙ ＋ Ｌａ ｓｉｎθ２） ２ ＝ Ｌｓ
２

（２）
为简化解的形式，设：

ａ ＝ （ ｌ
２

－ Ｌａ ｃｏｓθ２ － Ｌ
２
） ２ ＋ Ｌａ

２ ｓｉｎ２θ２ － Ｌｓ
２

ｂ ＝ ｌ － ２Ｌａ ｃｏｓθ２ － Ｌ
ｃ ＝ ２Ｌａ ｓｉｎθ２

ｄ ＝
２Ｌａ（ｓｉｎθ２ － ｓｉｎθ１）

２Ｌａ（ｃｏｓθ１ ＋ ｃｏｓθ２） ＋ ２（Ｌ － ｌ）

ｅ ＝
Ｌａ（ ｌ － Ｌ）（ｃｏｓθ１ － ｃｏｓθ２）

２Ｌａ（ｃｏｓθ１ ＋ ｃｏｓθ２） ＋ ２（Ｌ － ｌ）
　 　 解得双臂并联机器人正解为：

ｙ ＝ － （２ｄｅ ＋ ｂｄ ＋ ｃ）
２（ｄ２ ＋ １）

±

（２ｄｅ ＋ ｂｄ ＋ ｃ） ２ － ４（ｄ２ ＋ １）（ｅ２ ＋ ａ ＋ ｂｅ）
２（ｄ２ ＋ １）

ｘ ＝ ｄｙ ＋ ｅ
因为机器人臂只在末端笛卡尔坐标系的下半部

分运行，因此，正解中的正负号只取负号。
２．２　 双臂并联机器人运动学逆解

运动学逆解是已知末端中心 Ｅ 所处的位置（ｘ，
ｙ），求解驱动关节的转动角度（θ１，θ２）。

令：

ａ１ ＝ ２（ｘ ＋ Ｌ
２

－ ｌ
２
）Ｌａ

ｂ１ ＝ ２ｙＬａ

ｃ１ ＝ Ｌｓ
２ － （ｘ ＋ Ｌ

２
－ ｌ

２
） ２ － Ｌａ

２ － ｙ２

　 　 对式（１）进行整理，得：

θ１ ＝ ａｒｃｓｉｎ（
２ｔ１

１ ＋ ｔ２１
）

　 　 其中，

ｔ１ ＝
ｂ１ ＋ ｂ１

２ － ｃ１ ２ ＋ ａ１
２

ａ１ ＋ ｃ１
　 　 同理，令：

ａ２ ＝ － ２（ｘ ＋ ｌ
２

－ Ｌ
２
）Ｌａ

ｂ２ ＝ ２ｙＬａ

ｃ２ ＝ Ｌｓ
２ － （ｘ ＋ ｌ

２
－ Ｌ

２
） ２ － Ｌａ

２ － ｙ２

对式（２）整理可得：

θ２ ＝ ａｒｃｓｉｎ（
２ｔ２

１ ＋ ｔ２ ２）

　 　 其中，

ｔ２ ＝
ｂ２ ＋ ｂ２

２ － ｃ２ ２ ＋ ａ２
２

ａ２ ＋ ｃ２

３　 双臂并联机器人的工作空间

机器人的工作空间是指末端中心 Ｅ 在末端坐

标系平面中所能到达点的集合，即机器人臂的有效

工作范围。 本文所述双臂并联机器人的实验平台如

图 ３ 所示，其主要机械结构和对应实际参数，见
表 １。

双臂并联机器人

伺服驱动器

电源

PC端

NJ501控制器

图 ３　 双臂并联机器人

Ｆｉｇ． ３　 Ｔｗｏ－ａｒｍｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ
表 １　 双臂并联机器人结构参数表

Ｔａｂ． １　 Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ－ａｒｍｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ

名称 长度 ／ ｍｍ

主动臂 １６０

从动臂 ３７０

驱动关节距离 １７６

末端关节距离 ７６
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　 　 在实际操作中，机器人臂的工作空间是根据驱

动关节旋转角的实际可活动范围确定的，为防止机

器人臂撞到机架，本文实验台的驱动关节转角范围

为［－３０°，９０°］。 由此可得机器人臂工作空间，如图

４ 所示。
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图 ４　 机器人工作空间

Ｆｉｇ． ４　 Ｒｏｂｏｔ ｗｏｒｋ ｓｐａｃｅ

４　 双臂并联机器人的奇异性分析与预测方法

研究机器人运动发现，当机器人臂处在某一特

定位形时，可能会导致该机器人处于不可控的状态。
譬如，会出现末端线速度和驱动关节角速度无法对

应，并且发生末端自由度数增加或减少的现象，称为

机器人的奇异性。 因此，对给定机器人对象，判断和

预测该机器人结构是否存在奇异位形是非常重要的

环节。 本文借鉴雅克比矩阵的行列式判定方法，针
对双臂并联机器人结构，从理论上对其处于奇异位

形时的情形进行分析，并提出奇异位形的预测方法。
４．１　 双臂并联机器人的雅克比矩阵

将运动学方程（１）和（２）两边同时对时间求导，
得式（３）和式（４）：

ｊ１ｘｘ
·
＋ ｊ１ｙｙ

·
＝ ｊ１θθ

·

１ （３）

ｊ２ｘｘ
·
＋ ｊ２ｙｙ

·
＝ ｊ２θθ

·

２ （４）
　 　 其中， ｊ１ ｘ、 ｊ１ ｙ、 ｊ１ θ 分别是方程（１） 中 ｘ、ｙ、θ１ 对

时间求导项的系数，ｊ２ ｘ、 ｊ２ ｙ、 ｊ２ θ 分别是方程（２） 中

ｘ、ｙ、θ２ 对时间求导项的系数，具体为：

ｊ１ｘ ＝ ｘ － ｌ
２

＋ Ｌａ ｃｏｓθ１ ＋ Ｌ
２

ｊ１ｙ ＝ ｙ ＋ Ｌａｓｉｎθ１

ｊ１θ ＝ （ｘ － ｌ
２

＋ Ｌａｃｏｓ θ１ ＋ Ｌ
２
）Ｌａｓｉｎθ１ －

（ｙ ＋ Ｌａｓｉｎθ１）Ｌａｃｏｓθ１

ｊ２ｘ ＝ ｘ ＋ ｌ
２

－ Ｌａｃｏｓθ２ － Ｌ
２

ｊ２ｙ ＝ ｙ ＋ Ｌａｓｉｎθ２

ｊ２θ ＝ － ［（ｘ ＋ ｌ
２

－ Ｌａｃｏｓθ２ － Ｌ
２
）Ｌａｓｉｎθ２ ＋

（ｙ ＋ Ｌａｓｉｎθ２）Ｌａｃｏｓθ２］
将方程（３）和（４）转化为矩阵的形式，见式（５）：

ｊ１ｘ ｊ１ｙ
ｊ２ｘ ｊ２ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘ
·

ｙ
·

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
＝

ｊ１θ ０
０ ｊ２θ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

θ
·

１

θ
·

２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

（５）

　 　 令：

　 　 Ｊｘ ＝
ｊ１ｘ ｊ１ｙ
ｊ２ｘ ｊ２ｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
　 Ｊθ ＝

ｊ１θ ０
０ ｊ２θ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

　 　 Ｘ
·
＝

ｘ
·

ｙ
·

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
　 　 　 　 θ

·
＝

θ
·

１

θ
·

２

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

　 　 方程（５）就可写为式（６）：

ＪｘＸ
·

＝ Ｊθθ
·

（６）
　 　 其中， Ｊｘ 和 Ｊθ 都为 ２ × ２矩阵，称为双臂并联机

器人的雅克比矩阵。
通过式（６）还可以进一步得出式（７）和式（８）：

Ｘ
·

＝ Ｊｘ
－１ Ｊθθ

·
（７）

θ
·

＝ Ｊθ
－１ ＪｘＸ

·
（８）

　 　 式（７）是在已知驱动关节角速度的情况下求出

末端的线速度。 式（８）是在已知末端线速度的情况

下求出驱动关节的角速度。
４．２　 双臂并联机器人的奇异性理论分析

并联机器人研究认为，奇异性有 ３ 种类型。 对

此拟展开论述如下。
４．２．１　 正运动学奇异性

根据雅克比矩阵行列式判定条件，当发生正运

动学奇异性时，会表现出如式（９）所示的特征：

ｄｅｔ（Ｊｘ） ＝ ０　 ｄｅｔ（Ｊθ） ≠ ０ （９）

　 　 式（９）可表述为当雅克比矩阵 Ｊｘ 对应的行列式

为零，而 Ｊθ 对应行列式不为零同时发生时，机器人

就处于正运动学奇异位形。
仅从式（６）和式（９）分析，当驱动关节角速度 θ˙

为零向量时，存在末端非零向量线速度 Ｘ
˙

，使得等式

（６） 成立。 或者另一种情况，式（７） 中，由于雅克比

矩阵 Ｊｘ 是不可逆的，当驱动关节存在有限大的角速

度时，末端的线速度趋向于无穷大。
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４．２．２　 逆运动学奇异性

参考式（６）和雅克比矩阵行列式判定条件，发
生逆运动学奇异性时，需满足式（１０）：

ｄｅｔ（Ｊθ） ＝ ０　 ｄｅｔ（Ｊｘ） ≠ ０ （１０）
　 　 当式（１０）成立时， 雅克比矩阵 Ｊθ 的零空间不

为空。 对照式（６），当机器人末端对应的线速度向

量Ｘ
˙

为零时，存在非零向量角速度 θ
˙

，使得式（６） 成

立。 由于雅克比矩阵 Ｊθ 不满秩，那么矩阵 Ｊθ 就是奇

异矩阵，对于式（８），当末端以一定的线速度运行

时，驱动关节就需要提供一个无穷大的速度与之对

应。
４．２．３　 混合奇异性

当雅克比矩阵 Ｊθ 和 Ｊｘ 同时不满秩，即满足式

（１１） 时，双臂并联机器人将发生混合奇异性：
ｄｅｔ（Ｊθ） ＝ ０　 ｄｅｔ（Ｊｘ） ＝ ０ （１１）

　 　 当双臂并联机器人处于此种奇异位形时，会同

时出现正逆运动学奇异位形发生时的现象。
４．３　 双臂并联机器人的奇异位形预测方法

为了能够实现对双臂并联机器人奇异位形的预

测，根据式（９）、式（１０），可得出双臂并联机器人处

于正逆两种奇异位形下的判定条件。
机器人处在正运动学奇异位形的判定条件，推

得的数学公式具体如下：
（ｘＡ － ｘＣ）（ｙＢ － ｙＤ） － （ｘＢ － ｘＤ）（ｙＡ － ｙＣ） ＝ ０

（１２）
其中， ｘＡ、ｘＢ、ｘＣ、ｘＤ 是图２中Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ在末端坐

标系中的横坐标，ｙＡ、ｙＢ、ｙＣ、ｙＤ 是 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 的纵坐

标。
机器人处在逆运动学奇异位形的判定条件是，

以下 ２ 个条件至少满足一个：

ｔａｎθ １ ＝ ｙ

ｘ ＋ Ｌ － ｌ
２

或者 ｔａｎθ ２ ＝ － ｙ

ｘ － Ｌ － ｌ
２

上述逆运动学奇异位形判定条件可理解为：当
机器人处于逆运动学奇异位形时，图 ２ 中的末端中

心 Ｅ 点与点（ － Ｌ － ｌ
２

， ０）或者点（ Ｌ － ｌ
２

， ０）的斜率

和驱动关节转角的正切值相等。

５　 实验和分析

５．１　 实验平台

为验证双臂并联机器人正逆解和奇异位形预测

方法的正确性，在双臂并联机器人操作平台进行实

验验证，实现控制硬件平台为 Ｏｍｒｏｎ ＮＪ 控制器，软

件环境 Ｓｙｓｍａｃ Ｓｔｕｄｉｏ。
５．２　 正逆解实验验证

本次实验分为 ２ 个部分：关键坐标点数值验证

和实际轨迹验证。
在验证机器人实际轨迹前，先进行关键坐标点

数值的验证，并与实际末端中心位置对比，见表 ２。
表 ２　 正逆解数值验证表

Ｔａｂ． ２ 　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎ ｔａｂｌｅ ｏｆ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｎｄ ｎｅｇａｔｉｖｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

θ１ ／ （°） θ２ ／ （°） ｘ ／ ｍｍ ｙ ／ ｍｍ

０ ０ ０ －３０４．６３０ ９

３０ ４５ －１１４．６７８ ６ －３５７．５１０ ６

３０ ６０ －８９．４３２ ０ －４３６．４７２ ８

４５ ６０ －４５．９０６ ４ －４６４．０７４ ３

３０ ３０ ０ －３９８．３４５ １

６０ ６０ ０ －４８４．９７４ ２

０ ９０ －２５６．６４４ ９ －３６７．０４８ ０

９０ ９０ ０ －５２６．６０６ １

　 　 在关键坐标点正逆解验证正确后，以一个实际

工程使用的工作轨迹，验证整个机器人臂控制完整

过程的正确性。 该轨迹为一个食品生产流水线的包

装盒开箱动作，如图 ５ 所示。 实验证明，本文提出的

正逆解方法是正确的，能够通过驱动关节转角的控

制，正确地控制机器人末端运动轨迹。
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图 ５　 机器人臂实际运行轨迹图

Ｆｉｇ． ５　 Ａｃｔｕａｌ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｒｏｂｏｔ ａｒｍｓ

５．３　 奇异位形的预测和实验分析验证

５．３．１　 正运动学奇异位形的预测与失控分析

根据式（１２）可对正运动学奇异位形进行预测。
当 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 位于同一水平线，或者 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 形成

一个矩形或平行四边形时，满足正运动学奇异位形

的条件，得到的 ３ 种情况如图 ６ 所示。

５第 ９ 期 王恒， 等： 双臂并联机器人运动学正逆解及其奇异位形存在性预测



C
D

D

D

C
CE

E
E

A

A A

B

B

B

M M MN N N

O O Ox/mm

y/mm y/mm y/mm

x/mm x/mm

　 　 　 　 　 　 （ａ） Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 位于同一水平线　 　 　 　 　 　 （ｂ） Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 形成一个矩形　 　 　 　 （ｃ） Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 形成一个平行四边形 　
图 ６　 双臂并联机器人理论正奇异位形

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｗｏ－ａｒｍｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔ

　 　 在图 ６（ ａ）位形，２ 个从动臂和末端完全展平

时， 驱动关节转角（θ１，θ２） 将无法控制末端中心 Ｅ
坐标（ｘ， ｙ） 的移动； 在图 ６（ｂ）、（ｃ）中的虚线位形，
２ 个从动臂形成了平行四边形，可以自由移动，相当

于多了一个不受控制的自由度，此时即使驱动关节

转角 （θ１，θ２） 确定情况下，末端中心Ｅ坐标（ｘ，ｙ） 无

法确定。 所以这 ３ 种位形属于正运动学奇异位形。
将实验并联机器人的臂长参数代入式（１２）， 可

得到驱动关节转角（θ１，θ２） 和其行列式值 Ｊｘ 的关

系，三维曲面与行列式值 ｄｅｔ（Ｊｘ） ＝ ０ 平面相交为一

条曲线，如图 ７ 所示。 因此，可以判断，正奇异位型

不止一个点，而是相交曲线上的所有点，都为发生正

奇异位形的点。
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图 ７　 驱动关节角度（θ１，θ２）和其行列式值 Ｊｘ的关系

Ｆｉｇ． ７　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｄｒｉｖｉｎｇ ｊｏｉｎｔ ａｎｇｌｅ （θ１，θ２） ａｎｄ ｉｔｓ

ｄｅｔｅｒｍｉｎａｎｔ ｖａｌｕｅ Ｊｘ

　 　 在实际的机器人实验台上，可以很容易地摆出

正运动学奇异位形的形态，如图 ８ 所示。 正奇异位

形不止一个位置，只要 ＣＤ 平行于 ＡＢ，都是奇异位

形。 另外，实验机器人由于从动臂长度大于主动臂

长度，可知 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 位于同一水平线的位形不存

在；相应地，在图 ７ 中相交的曲线也未反映出此奇异

位形的存在。 说明本文方法可以正确预测正运动学

奇异位形的存在和姿态。

图 ８　 实验机器人存在的正奇异位形

Ｆｉｇ． ８　 Ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎｓ ｉｎ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｎｃｅ ｏｆ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ
ｒｏｂｏｔｓ

５．３．２　 逆运动学奇异位形的预测与失控分析

根据双臂并联机器人逆奇异位形的判定条件， 可

以判断当Ｍ、Ｃ、Ａ 位于同一条直线或者 Ｎ、Ｄ、Ｂ 位于同

一条直线，两者至少有一个成立时，满足逆运动学奇异

位形的条件，即只要存在主动臂和从动臂处于伸直状

态，机器人就处于逆运动学奇异位形，如图 ９ 所示。
　 　 对图 ９ 中的逆奇异位形做相应分析，当主动臂

和从动臂接近伸直状态（呈 １８０°），但还没有完全伸

直时，即如图 ９（ｂ）中的虚线部分，此时，机器人末端

已经接近工作空间的边缘。 但此时若要求机器人末

端以 Ｖ 的速度向外移动到工作空间边缘，分析可知，
只要在工作空间内，机器人末端肯定可以通过正逆

解计算到达工作空间边缘。 然而，当要求机器人末

端以一个有限大的速度 Ｖ 运动到工作空间边缘时，
驱动关节需要执行一个无穷大的角速度 ω，显然超
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过了电机驱动的实际能力。 即在此处逆奇异位形，
机器人末端在 Ｖ 方向的自由度消失了，原因是主动

臂角速度的切线方向与 Ｖ 垂直，无法提供 Ｖ 方向的

运动。

C D D
D

C C

E
E EA A A BBB

M M MN N N

O O Ox/mm

y/mm y/mm y/mm

x/mm x/mm

V

ω

　 　 　 　 　 　 　 （ａ） Ｍ、Ｃ、Ａ 位于同一直线 　 　 　 （ｂ） Ｍ、Ｃ、Ａ 和 Ｎ、Ｄ、Ｂ 均处于同一直线 　 　 　 （ｃ） Ｎ、Ｄ、Ｂ 位于同一直线

图 ９　 双臂并联机器人逆奇异位形

Ｆｉｇ． ９　 Ｔｗｏ－ａｒｍｅｄ ｐａｒａｌｌｅｌ ｒｏｂｏｔｓ ｗｉｔｈ ｉｎｖｅｒｓｅ ｓｉｎｇｕｌａｒ ｄｉｓｌｏｃａｔｉｏｎｓ

６　 结束语

本文针对双臂并联机器人机械结构，提出了用

于求取运动学正逆解数学模型的方法，实现通过驱

动关节转动角度 （θ１，θ２） 控制机器人末端中心坐标

（ｘ，ｙ） 的运动轨迹，并确定机器人臂的有效工作范

围； 提出了双臂并联机器人正逆运动学奇异位形的

预测方法，给出了明确的判定条件。 实验证明了奇

异位形存在性预测的正确性，分析了奇异位型所处

的物理姿态和失控状况。
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