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改进的 ＵＫＦ 乒乓球轨迹预测算法

尹　 朵， 丁文龙， 邱　 崧

（华东师范大学 通信与电子工程学院， 上海 ２００２４１）

摘　 要： 传统的无迹卡尔曼滤波（ＵＫＦ）轨迹预测算法在乒乓球运动状态发生较大改变时，短时间内的预测结果会出现偏差。
本文提出了一种基于 ＵＫＦ 和简单运动学模型（ＳＰＭ）的改进 ＵＫＦ 轨迹预测算法，通过 ＵＫＦ 对碰撞前轨迹进行预测，并得到乒

乓球落点位置及运动状态量，进而通过碰撞反弹模型及运动学模型预测碰撞后的乒乓球轨迹。 改进的算法在搭建的乒乓球

机器人系统中进行轨迹预测，并与传统的 ＵＫＦ 算法进行对比后可知，本文提出的改进算法较好地减小碰撞后的轨迹误差，算
法简单，对硬件要求较低，可以实现实时预测，且具有较好的鲁棒性。
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Ｉｍｐｒｏｖｅｄ ＵＫＦ ｔａｂｌｅ ｔｅｎｎｉｓ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ
ＹＩＮ Ｄｕｏ， ＤＩＮＧ Ｗｅｎｌｏｎｇ， ＱＩＵ Ｓｏｎｇ

（ Ｉｎｓｔｉｔｕｔｅ ｏｆ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｅｌｅｃｔｒｏｎｉｃ Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ， Ｅａｓｔ Ｃｈｉｎａ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ， Ｓｈａｎｇｈａｉ ２００２４１， Ｃｈｉｎａ）

【Ａｂｓｔｒａｃｔ】 Ｗｈｅｎ ｌａｒｇｅ ｃｈａｎｇｅ ｅｘｉｓｔｓ ｉｎ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｄｕｒｉｎｇ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｏｆ ｔａｂｌｅ ｔｅｎｎｉｓ， ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｒｏｍ ＵＫＦ ｉｎ ａ ｓｈｏｒｔ
ｔｉｍｅ ｗｉｌｌ ｂｅ ｂｉａｓｅｄ． Ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ， ａｎ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ＵＫＦ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｂａｓｅｄ ｏｎ ＵＫＦ ａｎｄ ｓｉｍｐｌｅ ｓｐｏｒｔ ｍｏｄｅｌ （ＳＰＭ）
ｉｓ ｐｒｏｐｏｓｅｄ． Ｔｈｅ ＵＫＦ ｉｓ ｕｓｅｄ ｔｏ ｐｒｅｄｉｃｔ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｂｅｆｏｒｅ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ， ａｎｄ ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔａｂｌｅ ｔｅｎｎｉｓ ｂａｌｌ′ｓ ｌａｎｄｉｎｇ ｐｏｉｎｔ
ａｎｄ ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｓｔａｔｅ ｑｕａｎｔｉｔｙ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ， ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｒｅｂｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ ａｎｄ ｔｈｅ ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｍｏｄｅｌ ａｒｅ ｕｓｅｄ ｔｏ ｔｒａｃｋ ｔａｂｌｅ ｔｅｎｎｉｓ．
Ｔｈｅ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｔｅｓｔｅｄ ｏｎ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｈｉｇｈ－ｓｐｅｅｄ ｍｏｖｉｎｇ ｔａｂｌｅ ｔｅｎｎｉｓ ｉｎ ｒｅａｌ ｓｃｅｎａｒｉｏｓ， ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｒｅ ｃｏｍｐａｒｅｄ ｗｉｔｈ
ｔｈｅ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ＵＫＦ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ． Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｉｍｐｒｏｖｅｄ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｃａｎ ｂｅｔｔｅｒ
ｒｅｄｕｃｅ ｔｈｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｅｒｒｏｒ ａｆｔｅｒ ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ． Ｔｈｅ ｏｖｅｒａｌｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｉｓ ｓｉｍｐｌｅ ａｎｄ ｈａｓ ｌｏｗ ｈａｒｄｗａｒｅ ｒｅｑｕｉｒｅｍｅｎｔｓ． Ｉｔ ｃａｎ ｒｅａｌｉｚｅ ｒｅａｌ－ｔｉｍｅ
ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｈａｓ ｇｏｏｄ ｒｏｂｕｓｔｎｅｓｓ．
【Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ】 ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｐｒｅｄｉｃｔｉｏｎ； ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ Ｋａｌｍａｎ ｆｉｌｔｅｒ； ｃｏｌｌｉｓｉｏｎ ｒｅｂｏｕｎｄ ｍｏｄｅｌ； ｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ ｍｏｄｅｌ

�哈尔滨工业大学主办 学术研究与应用

基金项目： 上海市科委人工智能专项资助（１９５１１１２０８００）。

作者简介： 尹　 朵（１９９８－），女，硕士研究生，主要研究方向：嵌入式系统下双目视觉处理； 丁文龙（１９９５－），男，硕士研究生，主要研究方向：实

时视觉图像处理、嵌入式； 邱　 崧（１９８１－），男，博士，讲师，主要研究方向：数字图像处理技术。

收稿日期： ２０２２－０２－２５

０　 引　 言

近年来，机器视觉技术在国内外获得快速发展。
在机器视觉研究中，实现对目标物体的识别与跟踪

具有重要意义。 单纯的目标检测跟踪并不能准确预

判下一时刻物体的运动状态和位置，物体的轨迹预

测逐渐成为机器视觉领域的重点和难点。
目前常用的轨迹预测方法主要包括：基于传统

多项式拟合的动态轨迹预测、基于卡尔曼滤波的动

态轨迹预测、基于神经网络的动态轨迹预测。 其中，
基于传统多项式拟合的动态轨迹预测通过拟合含有

ｋ ＋ １个参数的 ｋ 阶多项式，在原始数据足够多的情

况下，逼近函数曲线，使得误差最小化，得到运动物

体轨迹预测的函数曲线，该原理简单、易于实现、建
模迅速，适用于小数据量、简单的轨迹预测，缺点是

精度不高，拟合阶数越高、系统越发散；基于卡尔曼

滤波的动态轨迹预测通过前一时刻的估计值和当前

时刻的观测值更新对状态变量的估计，实现对下一

时刻的轨迹位置的预测，该方法对运动状态频繁改

变的运动目标具有很好的适应性，但无法长时间进

行轨迹预测；基于神经网络的动态轨迹预测可以有

效地学习运动目标的历史运动状态，利用机器学习

方法建立输入输出的映射关系，有效实现运动目标

的轨迹预测，该方法可以充分逼近非线性系统，轨迹

预测结果精确，但需要依赖大量数据训练模型，实时

性差。
近年来，对乒乓球轨迹预测的研究主要是围绕

无旋球展开，对旋转球的研究更多地集中在旋转球

识别分类上，或采用机器学习的方式进行旋转球的

轨迹预测。 文献［１］基于 ４ 台高速 １３９４ 火线相机

和一台功能强大的工业 ＰＣ 构成的高速视觉系统，
提出了一种取决于摩擦系数和垂直恢复系数的旋转

速度的新型物理弹跳模型，用于球轨迹预测。 文献

［２］构建了一个集成的视觉系统来观测乒乓球的旋



转运动，并利用位置和自旋信息，通过扩展卡尔曼滤

波器（ＥＫＦ）来实现轨迹预测。 文献［３］提出了一种

通过反向传播神经网络（ＢＰＮ）进行轨迹预测的方

案，通过 ２个神经网络分别对碰撞前后的飞行抛物

线进行学习训练，通过第一抛物线的 １０个点即可预

测轨迹。 文献［４］通过构建空气动力学模型以及回

弹模型对乒乓球轨迹进行预测，并根据预测的轨迹

计算击球点球的状态。
上述方法在一定程度上提高了轨迹预测的精

度，但存在硬件要求高、算法复杂、忽略旋转球角速

度等问题。 本文提出了一种双目视觉下基于无迹卡

尔曼滤波及运动学模型的轨迹预测算法，首先通过

无迹卡尔曼滤波的方式对碰撞前轨迹进行预测；预
测到落点后，采用碰撞模型及运动学模型预测碰撞

后轨迹。 该方法能够更加准确地实现乒乓球的轨迹

预测，且对视觉系统硬件性能要求较低。 经实验验

证，该方法对碰撞后乒乓球轨迹预测实时性更高，预
测较准确。

１　 改进的基于 ＵＫＦ 的乒乓球轨迹预测算法

乒乓球轨迹的预测是指通过乒乓球的部分三维

世界坐标预测乒乓球的轨迹，从而确定乒乓球的落

点。 对乒乓轨迹预测的要求主要分为实时性及准确

性两部分。 采用传统多项式拟合方法预测乒乓球轨

迹的方法实时性较好，但对于旋转乒乓球的预测效

果较差［５］；基于神经网络的轨迹预测方法可以对旋

转乒乓球轨迹进行有效预测，但需要大量数据训练

模型。 本文采用无迹卡尔曼滤波及运动学模型对旋

转乒乓球轨迹进行预测，可以兼顾实时性的同时保

证旋转球预测的准确性。
１．１　 基于 ＵＫＦ 的乒乓球碰撞前轨迹预测

乒乓球在运动过程中，由于在击球瞬间球拍对

乒乓球作用力、即马格努斯力的方向不一定完全通

过球心，乒乓球在飞行过程中会产生旋转。 旋转的

乒乓球存在自身角速度，如果直接将其视为质点而

忽略角速度，在轨迹预测的结果中会出现较大误差。
飞行过程中，旋转的乒乓球主要会受到重力、空气阻

力和马格努斯力三个力的作用，影响马格努斯力的

主要因素就是角速度，若使用硬件设备直接获取角

速度需要配备超高速摄像机或红外设备，成本昂贵，
实验条件难以保证［６］。 本文采用 ＵＫＦ 间接估计角

速度这一未知状态。
ＵＫＦ是一种基于最小方差估计准则的非线性

高斯 状 态 估 计 器， 采 用 无 损 变 换 （ Ｕｎｓｃｅｎｔｅｄ

Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ， ＵＴ）来近似系统状态的后验均值及后验

协方差，所需估计时间更短，精确度更高［７］。
离散非线性系统可以用一个过程方程和一个观

测方程表示，其数学表述可写为：
Ｘｋ＋１ ＝ Ｆ Ｘｋ，Ｕｋ( ) ＋ Ｗｋ

Ｚｋ ＝ Ｈ Ｘｋ( ) ＋ Ｖｋ
{ （１）

　 　 其中， Ｆ 为状态过程函数； Ｈ 为观测过程函数；
Ｕｋ 为 ｋ 时刻输入向量； Ｚｋ 为 ｋ 时刻观测向量；Ｗｋ 和

Ｖｋ 分别为 ｋ 时刻过程噪声和量测噪声，两者互不相

关且均为高斯白噪声； Ｘｋ 为 ｋ 时刻运动状态向量。
１．１．１　 系统过程方程构建

对于旋转的乒乓球，过程方程是非线性的，而观

测方程是线性的。 采用 ９维向量表示乒乓球的状态

变量，具体公式如下：
Ｘ ＝ ［ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ，ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ，ω ｘ，ω ｙ，ω ｚ ］ Ｔ （２）
其中， ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ 表示乒乓球在 ｘ，ｙ，ｚ 轴的坐标；

ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ 分别表示乒乓球在 ｘ，ｙ，ｚ 轴的速度； ω ｘ，ω ｙ，
ω ｚ 分别表示乒乓球在 ｘ，ｙ，ｚ 轴的角速度。

观测向量用三维向量表示，即通过双目视觉得

到的乒乓球三维坐标信息，见式（３）：
Ｚ ＝ ［ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ ］ Ｔ （３）

　 　 定义 ［ ｐｘ，ｋ， ｐｙ，ｋ， ｐｚ，ｋ， ｖｘ，ｋ， ｖｙ，ｋ， ｖｚ，ｋ， ω ｘ，ｋ， ω ｙ，ｋ，
ω ｚ，ｋ］ Ｔ为系统 ｋ时刻的 ９维状态向量，构建乒乓球运

动模型的系统过程方程，列出的方程分别如下：
ｐｘ，ｋ

ｐｙ，ｋ

ｐｚ，ｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ｐｘ，ｋ－１

ｐｙ，ｋ－１

ｐｚ，ｋ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋
ｖｘ，ｋ－１
ｖｙ，ｋ－１
ｖｚ，ｋ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Δｔ ＋
Ｗ１，ｋ
Ｗ２，ｋ
Ｗ３，ｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（４）

　

ｖｘ，ｋ
ｖｙ，ｋ
ｖｚ，ｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＝
ｖｘ，ｋ－１
ｖｙ，ｋ－１
ｖｚ，ｋ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＋ ｋ１‖Ｖ‖

ｖｘ，ｋ－１
ｖｙ，ｋ－１
ｖｚ，ｋ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Δｔ ＋

　 　 ｋ２

ω ｘ，ｋ－１

ω ｙ，ｋ－１

ω ｚ，ｋ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

×
ｖｘ，ｋ－１
ｖｙ，ｋ－１
ｖｚ，ｋ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Δｔ －
０
０
ｇ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Δｔ ＋
Ｗ４，ｋ
Ｗ５，ｋ
Ｗ６，ｋ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（５）

其中， Ｗｉ，ｋ（ ｉ ＝ １，２，３，…９） 为 ｋ 时刻 ９ 维零均

值过程噪声向量中的各项； 系数 ｋ１ 为空气阻力因

子； ｋ２ 为马格努斯力因子； ‖Ｖ‖表示第 ｋ － １时刻

３个方向线速度的模值。
进一步，研究推得 ｋ１ 的数学计算公式可写为：

ｋ１ ＝ －
１
２ｍ

ＣＤρＡ （６）

　 　 其中， ＣＤ 取决于乒乓球表面粗糙程度； ρ 为空

气密度； Ａ 为乒乓球最大横截面积。
同时，研究推得 ｋ２ 的数学计算公式可写为：
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ｋ２ ＝
ＣＬ ρ Ｄ３

２πｍ
（７）

　 　 其中， ＣＬ 为升力系数； Ｄ 为乒乓球直径； ｍ 为

乒乓球质量。
综上可得， ｋ 时刻乒乓球在 ｘ，ｙ，ｚ 坐标轴的角

速度可由如下公式计算求得：
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　 　 至此，乒乓球运动模型的系统过程方程构建完

成。
１．１．２　 系统观测方程研究

乒乓球运动模型的系统观测方程，表示形式为：
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　 　 其中， Ｖｉ，ｋ（ ｉ ＝ １，２，３） 为 ｋ 时刻三维零均值观

测噪声向量。
Ｗｋ 与 Ｖｋ 线性无关，且满足式（１０）：

Ｅ ＷＴ
ｋ ＷＴ

ｊ{ } ＝ δｉｊ Ｒｋ，∀ｋ， ｊ

Ｅ ＶＴｋ ＶＴｊ{ } ＝ δｉｊ Ｑｋ，∀ｋ， ｊ{ （１０）

　 　 ＵＴ变换是基于加权统计线性回归计算随机变

量后验分布的，根据随机变量先验分布 （σ ，Ｐσ） 选

取一定数量的点，计算这些点经非线性传递后的值；
利用加权线性回归实现对随机变量非线性函数的线

性化。
本文采用对称采样的策略。 在该策略中，采样

σ 点数量 Ｌ ＝ ２ × Ｎ ＋ １，这里 Ｎ 为状态变量的维数，

随机变量 σ 的均值 σ 和 σ 点间距离的比例因子 θ ＝
α２（９ ＋ λ） － ９。 此处，α 表示 σ 点的分布距离， λ 为

比例系数。 文中涉及的对称采样策略中，需用到的

数学公式为：

σ ０ ＝ σ 

σ ｉ －１ ＝ σ ｉ －１，σ ｉ －１ ± 　 θ ＋ ９ 　 Ｐ ｉ －１( )[ ]{ （１１）

其中， 　 Ｐ ｉ －１ 为协方差平方根。

下面，将采用 Ｃｈｏｌｅｓｋｙ 分解法计算
　 Ｐ ｉ －１ 。 当

Ｐ ｉ －１ ＝ ＡＴＡ 时，Ａ 表示对角元为正数的下三角矩阵，
取 Ａ 的第 ｉ 行；当 Ｐ ｉ －１ ＝ ＡＡＴ 时，取 Ａ 的第 ｉ 列。

计算 σ 点的均值权重 Ｗ（ｍ）（ ｉ） 和方差权重 Ｗ（ｃ）（ ｉ） ，
当 ｉ≠ ０时，两者相等，对此可表示为：

Ｗ（ｍ）（ ｉ） ＝ Ｗ（ｃ）（ ｉ） ＝
１

２（θ ＋ ９）
， ｉ≠ ０ （１２）

　 　 在这一部分，关于初始值的运算可给出研究表

述如下。
（１）均值权重初始值 Ｗ（ｍ）（０） ，具体公式如下：

Ｗ（ｍ）（０） ＝
θ

θ ＋ ９
（１３）

　 　 （２）方差权重初始值 Ｗ（ｃ）（０），具体公式如下：

Ｗ（ｃ）（０） ＝
θ

θ ＋ ９
＋ （１ － α２ ＋ β） （１４）

　 　 其中， β 表示采样点的分布信息。

根据 σ 点采样策略，由 ｋ － １时刻的均值 σ （ｋ －
１ ｜ ｋ － １） 和 ｋ － １时刻的估计方差 Ｐ（ｋ － １ ｜ ｋ － １）
计算 σ 点 σ ｋ－１（ｋ ＝ １，２，．．．，Ｌ），通过状态函数 Ｆ 传

播为 σ（ｋ｜ ｋ－１），其数学表达式可写为：
σ（ｋ｜ ｋ－１） ＝ Ｆ（σｋ－１，Ｕｋ－１） （１５）

　 　 由 σ （ｋ｜ ｋ－１） 计算下一步状态预测值 σ （ｋ ｜ ｋ －
１），推导得到的公式为：

σ （ｋ ｜ ｋ － １） ＝∑ １８

ｉ ＝ ０
Ｗｍ

ｉ σ（ｋ｜ ｋ－１） （１６）

　 　 并计算下一步误差协方差 Ｐ（ｋ ｜ ｋ － １），数学定

义式如下：

Ｐ（ｋ ｜ ｋ － １） ＝∑ １８

ｉ ＝ ０
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ｉ（σ（ｋ｜ ｋ－１） － σ （ｋ ｜ ｋ －

１）） × （σ（ｋ｜ ｋ－１） － σ （ｋ ｜ ｋ － １） ） Ｔ ＋ Ｑｋ－１ （１７）

同理，利用 σ （ｋ ｜ ｋ － １） 和 Ｐ（ｋ ｜ ｋ － １） 按照采

样策略计算 σ（ｋ｜ ｋ－１）， 通过量测函数 Ｈ 传播为

ｚ（ｋ｜ ｋ－１），再对其加权计算出量测预测值 ｚ （ｋ｜ ｋ－１）， 对

此可表示为：
ｚ（ｋ｜ ｋ－１） ＝ Ｈ（σ（ｋ｜ ｋ－１）） （１８）

　 　 计算误差协方差 Ｐ􀭴ｚ􀭴ｚ（ｋ ｜ ｋ － １），对此可写为如

下形式：

　 Ｐ􀭴ｚ􀭴ｚ（ｋ ｜ ｋ － １）＝ ∑ １８

ｉ ＝０
Ｗｃ

ｉ（ｚ（ｋ｜ ｋ－１） － ｚ （ｋ ｜ ｋ － １）） ×

　 　 　 　 （ｚ（ｋ｜ ｋ－１） － ｚ （ｋ ｜ ｋ － １） ） Ｔ ＋ Ｒｋ－１ （１９）
计算互协方差 Ｐ􀭾σ 􀭴ｚ（ｋ ｜ ｋ － １），可由下式确定：

Ｐ􀭾σ 􀭴ｚ（ｋ ｜ ｋ － １） ＝∑ １８

ｉ ＝ ０
Ｗｃ

ｉ（σ （ｋ｜ ｋ－１） － 􀭾σ（ｋ ｜ ｋ －

　 　 　 　 　 １）） × （ｚ（ｋ｜ ｋ－１） － ｚ （ｋ ｜ ｋ － １） ） Ｔ （２０）
在得到新的量测值 ｚｋ 后，计算卡尔曼增益

Ｋ（ｋ），并更新下一时刻的状态值􀭾σ（ｋ ｜ ｋ） 和误差协

方差 Ｐ（ｋ ｜ ｋ），推得的数学公式分别如下：
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Ｋ（ｋ） ＝ Ｐ􀭾σ 􀭴ｚ（ｋ ｜ ｋ － １） × Ｐ －１
􀭴ｚ 􀭴ｚ （ｋ ｜ ｋ － １）

σ （ｋ ｜ ｋ） ＝ σ （ｋ ｜ ｋ － １） ＋ Ｋ（ｋ） ×

　 　 （ｚｋ － ｚ （ｋ ｜ ｋ － １））
Ｐ（ｋ ｜ ｋ） ＝ Ｐ（ｋ ｜ ｋ － １） － Ｋ（ｋ） ×
　 　 Ｐ􀭴ｚ 􀭴ｚ（ｋ ｜ ｋ － １） × ＫＴ（ｋ ＋ １）
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１．２　 基于运动学的乒乓球碰撞后轨迹预测

快速地获取碰撞后乒乓球的轨迹，以便机械臂

具有充足的时间调整姿态和位置将乒乓球击回，由
于乒乓球碰撞后运动状态发生改变，碰撞后传统

ＵＫＦ乒乓球轨迹预测的收敛时间更长，预测误差逐

渐增大［８］。 本文通过构建反弹后简单物理运动模

型（ＳＰＭ）的方式预测碰撞后的乒乓球轨迹。
由于带有马格努斯力的乒乓球物理运动模型构

建复杂、且马格努斯力较小，在构建碰撞后的乒乓球

物理模型时，忽略马格努斯力。 乒乓球运动时的受

力分析如图 １所示。
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图 １　 乒乓球运动时受力分析图
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　 　 图 １ 中， Ｆｇ 为乒乓球所受重力； Ｆｒ 为空气阻

力； Ｃｄ 为空气阻力系数； Ｆｂ 为空气浮力； ｖ为乒乓球

的速度。
由于空气浮力数值太小，不加入后续模型推导

计算。 乒乓球所受各力的数学公式具体如下：
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　 　 其中， Ｃｄ 为空气阻力系数； ρ 为空气密度； Ａ 为

乒乓球最大横截面积； Ｄ 为乒乓球直径。
由于空气浮力数值太小，不加入后续模型推导

计算。
为方便 ｘ，ｙ，ｚ 三个坐标轴的受力分析及运动学

模型推导，令 ｋ ＝ １
２
Ｃｄ ρＡ。 根据乒乓球在 ｘ 轴上受

力分析及牛顿第二定律可得式（２３）：
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　 　 对式 ２３( ) 积分可得， ｔ 时刻乒乓球在 ｘ 轴上的

分速度 ｖｘ 的数学公式可写为：
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（２４）

　 　 其中， ｖｘ０表示 ｔ ＝ ０时刻乒乓球在 ｘ 轴上的初始

分速度。
乒乓球 ｔ时刻在 ｙ 轴上分速度 ｖｙ，以及 ｔ时刻乒

乓球在 ｙ 轴的坐标 ｐｙ 的计算公式分别如下：
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　 　 其中， ｖｙ０表示 ｔ ＝ ０时刻乒乓球在 ｙ 轴上的初始

分速度， ｙ０ 表示 ｔ ＝ ０时刻乒乓球在 ｙ 轴上的初始位

置坐标。
乒乓球在 ｚ 轴方向受到空气阻力及重力的影

响，当 ｖｚ ＞ ０时，根据乒乓球受力分析及牛顿第二定

律可得式（２６）：
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　 　 对式（２６）积分可以得 ｔ 时刻乒乓球在 ｚ 轴上的

分速度 ｖｚ 的数学公式可写为：
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其中， ｖｚ０ 表示 ｔ ＝ ０时刻乒乓球在 ｚ 轴上的初始

分速度。
对式（２７）中的速度 ｖｚ 在 ０ ～ ｔ 时刻积分可得， ｔ

时刻乒乓球在 ｚ 轴的坐标 ｐｚ，可由下式计算求得：
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其中， ｚ０ 表示 ｔ ＝ ０时刻乒乓球在 ｚ 轴上的初始

位置坐标。
当 ｖｚ ≤ ０时，根据乒乓球受力分析及牛顿第二

定律可得式（２９）：

ｍ
ｄｖｚ
ｄｔ

＝ － ｍｇ ＋ ｋ ｖ２ｚ （２９）

　 　 对式（２９）积分可以得到：
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　 　 对式（３０）中的速度 ｖｚ 在 ０ ～ ｔ 时刻积分可得， ｔ
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时刻乒乓球在 ｚ 轴的坐标 ｐｚ，运算公式见式（３１）：

ｐｚ ＝ －
ｍ
２ｋ
ｌｎ １

＋ ｅ２ｔ
　 ｋｇ

ｍ( )

４ ｅ２ｔ
　 ｋｇ

ｍ

＋ ｚ０ ＋ ｖｚ０ （３１）

　 　 乒乓球与桌面发生碰撞时，由于球速、球的运动

方式不同，在水平方向和垂直方向上的摩擦系数和

衰减系数也不同。 构建乒乓球的反弹模型，计算反

弹后乒乓球在 ｘ，ｙ，ｚ 轴的速度 ｖｘｏｕｔ，ｖｙｏｕｔ，ｖｚｏｕｔ，推得的

数学公式分别如下：
ｖｘｏｕｔ ＝ ｋｘ ｖｘｉｎ ＋ ｂｘ

ｖｙｏｕｔ ＝ ｋｙ ｖｙｉｎ ＋ ｂｙ

ｖｚｏｕｔ ＝ ｋｚ ｖｚｉｎ
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　 　 其中， ｋｘ、ｋｙ、ｋｚ、ｂｘ、ｂｙ 表示反弹拟合参数， ｖｘｉｎ、
ｖｙｉｎ、ｖｚｉｎ 分别表示 ｘ，ｙ，ｚ 轴反弹前乒乓球的速度。

利用乒乓球碰撞反弹的轨迹拟合，采样多条乒

乓球反弹轨迹，记录反弹前后坐标，利用最小二乘法

拟合确定反弹拟合参数。

２　 实验结果对比分析

在搭建高速运动的乒乓球系统中验证本文算法

的有效性。 乒乓球机器人系统中的图像采集设备为

ＵＳＢ工业摄像机，帧率为 １２０ ｆｐｓ。 轨迹预测的数据

采样时间间隔为 ２０ ｍｓ。 传统 ＵＫＦ 方法与 ＳＰＭ－
ＵＫＦ方法轨迹预测结果对比如图 ２所示。
　 　 由图 ２可知，传统 ＵＫＦ预测方法的结果在 ｘ 轴

上误差不超过 １０ ｍｍ， ｙ、ｚ轴误差不超过 ２０ ｍｍ。 由

于 ＵＫＦ算法需要测量值的输入不断修正状态估计

量，从而更好地预测下一个点的位置，因此当只输入

部分数据时，随着时间的推移，轨迹预测值会出现较

大误差。 而改进后的 ＵＫＦ 乒乓球轨迹预测算法通

过对物理模型的建模，在乒乓球反弹后的轨迹预测

中整体误差有所降低， ｘ、ｚ 轴方向误差在 １０ ｍｍ内，
ｙ 轴误差在 １５ ｍｍ 内，相较于传统的 ＵＫＦ 预测方

法，误差有一定减少。
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图 ２　 不同算法结果对比图

Ｆｉｇ． ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

３　 结束语

本文针对传统的 ＵＫＦ 算法在乒乓球碰撞后轨

迹预测误差随时间增大的问题，提出了改进的 ＵＫＦ
乒乓球轨迹预测算法。 对乒乓球碰撞前的轨迹采用

（下转第 ３６页）
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